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基于向量式有限元的索杆体系蠕变性能分析

王贺愚,袁行飞,邓满宇
(浙江大学 建筑工程学院,浙江 杭州310058)

摘 要:索杆体系中的钢索在长期使用过程中会出现蠕变与应力松弛现象,钢索的预应力损失会削弱结构整体刚

度,引起内力重分布.为保证在役结构的安全与稳定性,本文基于向量式有限元方法对受钢索蠕变影响的索杆体系

进行受力性能分析.根据钢索蠕变本构模型,将蠕变应变加入构件内力计算公式,提出了一种考虑蠕变效应的索杆

体系钢索预应力损失计算方法.利用 MATLAB对单层正交索网与Geiger型索穹顶算例进行分析,结果表明在恒

定荷载作用下,结构中索单元的应力随时间持续减小而结构挠度持续增大.本文方法可分析蠕变效应对索网及索

穹顶结构的安全性和适用性的影响,并为实际工程中的检测预警与预应力补偿提供参考.
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Creepbehavioranalysisofcable-strutstructuresbasedon
thevectorformintrinsicfiniteelementmethod

WANGHe-yu,YUANXing-fei,DENGMan-yu
(CollegeofCivilEngineeringandArchitecture,ZhejiangUniversity,Hangzhou310058,China)

Abstract:Thephenomenonofcreepandstressrelaxationinsteelcablesoccursduringthelong-termuseof
cable-strutstructures.Theprestresslossinsteelcableswillweakentheoverallstiffnessofthestructure
andleadtostressredistribution.Toensurethesafetyandstabilityofthestructureinservice,basedonthe
vectorfiniteelementtheory,thispaperanalyzesthemechanicalbehaviorofcable-strutsystemconsidering
creepeffect.Accordingtothecreepconstitutivemodelofsteelcables,thecreepstrainisincorporatedinto
thecalculationofinternalforcesofmembers,andthenacalculationmethodoftheprestresslossinthe
cable-strutsystemconsideringthecreepeffectispresented.Asinglelayerorthogonalcablenetanda
GeigertypecabledomeareanalyzedusingMATLAB.Theresultsshowthatundertheconstantload,the
stressesinsteelcablesdecreaseandthedeflectionofthestructureincreasesovertime.Theproposed
methodcanbeusedtoanalyzethecreepeffectonthesafetyandapplicabilityofcablenetsandcabledomes,

providingareferencebasisfortheearlywarningandprestresscompensationinpracticalengineering.
Keywords:creep;cable-strutstructure;vectorformintrinsicfiniteelement;constitutiveequation

  随 着 技 术 的 发 展 进 步,越 来 越 多 的 索 杆 体

系[1,2]在建筑结构领域得到了广泛应用.不同于传

统结构,此类结构通常由构件预应力提供刚度.钢索

在长期使用过程中由于内部金属的位错滑移、原子

扩散与晶界滑动,会出现蠕变与应力松弛现象[3].钢
索预应力的损失会不同程度地削弱结构刚度,影响
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结构安全及稳定[4].因此,有必要开展索杆体系蠕变

的效应分析,考察结构在不同使用年限下预应力损

失与节点位移变化规律,为结构安全性的判定提供

支撑.
国内外学者围绕钢索蠕变展开了相关试验和理

论研究.郑文忠等[5,6]进行了预应力钢丝进高温蠕

变试验,建立了钢丝考虑温度历程的应力松弛计算

公式.杨柳等[7]开展了小直径钢丝绳常温下长期蠕

变实验,并基于粘弹性理论拟合出三阶段蠕变本构

方程.KMET[8-10]采用 ANSYS中的隐式蠕变方程

对钢索进行建模分析,但该蠕变本构方程的特殊性

限制了其适用范围.上述工作大多只针对单根钢索

构件,对钢索蠕变对结构整体影响的研究尚有不足.
张威加[11]采用有限元法对结构蠕变性能进行了初

步分析,但手动迭代时,步长的选择难以兼顾计算速

率与精确度,导致计算效率较低.
不同于传统有限元分析计算步骤繁琐、效低下,

求解受微分方程的限制、不易收敛等问题,向量式有

限元(VFIFE)能够有效求解结构的弹塑性、屈曲失

稳、碰撞、倒塌等复杂力学行为[12-14].为同时满足工

程应用精度与计算效率的需求,本文提出了基于向

量式有限元的钢索蠕变计算方法,并编制了 MAT-
LAB程序对单层正交索网与Geiger型索穹顶进行

分析.考察了不同使用年限下钢索预应力损失与节

点位移变化规律,为实际工程的安全判定、检测预警

和运营维护提供依据.

1 向量式有限元及钢索蠕变本构模型

1.1 向量式有限元基本概念

向量式有限元以牛顿力学为基础,通过单独对

各质点的循环运动逐步求解,获得结构的应力和变

形情况[14].它包含三个重要概念:点值描述、途径单

元与虚拟逆向运动.在空间上,它将结构离散为一组

有限数目的空间点,用它们的点值来描述构件的质

量、几何形状和位置.在时间上,将构件上任意空间

点的时间轨迹用途径单元来描述,以此达到简化内

力计算与处理不连续行为的作用.在内力计算上,通
过虚拟的逆向运动排除构件刚体位移对变形的影

响,只计算纯变形引起的内力增量.
1.2 钢索的蠕变本构模型

采用向量式有限元分析钢索蠕变对索杆体系的

影响时,需要将蠕变应变加入索单元内力的计算循

环中.为此我们引入课题组已有的钢索蠕变本构方

程,来确定结构中的钢索在不同使用年限下对应的

蠕变量.
ZHANG等15]在常温下开展了小直径钢索的蠕

变性能研究试验,采用粘弹性理论对蠕变效应作理

论分析,以Kelvin链模型为基础对蠕变试验的数据

进行拟合,确定了蠕变的本构方程.因此,本文采用

该本构方程进行蠕变应变εcr的计算,其本构方程

如下:

εcr =εeεr =εe∑
3

i=1
φi(1-e-t

τi) (1)

式中:φ1=0.02121,φ2=0.02041,φ3=0.07064,

τ1=18.40524,τ2=583.37706,τ3=20473.15912,

εr 为蠕变应变εcr与弹性应变εe 之比,t为时间.

2 索杆体系蠕变分析

2.1 杆单元

取一个标准的途径单元tn≤t≤tn+1,并在tn+1

时取一个标准的杆件元AB.如图1所示,先令杆件

A2B3 作虚拟的逆向平移,平移距离为点A的位移-
u,再令杆件A1B2 以点A1 为中心逆向旋转,旋转角

度为该杆件轴的方向变化角-θ.该杆件为只受轴力

的受拉杆件,假设它的变形为小变形与小转动,其单

元应变由定义可得:

Δε=ln+1-ln

ln
(2)

式中:ln+1为tn+1时刻杆件的长度,ln 为tn 时刻杆件

的长度.

图1 虚拟的逆向运动

Fig.1 Virtualreversemotion

索杆体系由受拉的索和受压的杆组成,在正常

使用过程中,该结构处于连续的张拉状态.由于单元

本身的性质,其在受力分析时只受轴向力,并且拉索

与压杆单元通常会被施加预应力.目前常用的将预

应力引入结构的分析方法包括等效荷载法、初始应

变法和缺陷长度法等.向量式有限元在引入预应力
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时简单方便,只需要在初始态将预应力转化为初始

应变并施加在空间点即可,其初始应变ε0 为:

ε0=σ0E
(3)

式中:σ0 为杆件初始预应力,E 为杆件弹性模量.
对于给定的索杆体系,其压杆初始态的几何参

数和初始内力值已知,则tn+1时刻,该压杆的内力

值为:

fn+1=fn+Δf=fn+EAln+1-ln

ln
(4)

f1=f0+Δf=EA(l1-l0l0 +σ0E
) (5)

式中:ln+1、ln 与l0分别为tn+1时刻、tn 时刻与初始t0
时刻压杆的长度,A 为压杆截面面积,σ0为压杆初始

预应力.
2.2 索单元

压杆一般采用空心钢管,蠕变较小,可忽略,但
钢索由于制造工艺、构造等原因,蠕变较大,因此不

能忽略其对结构的影响.对处于理想预应力态的索

杆体系,索的总应变增量是弹性应变增量与蠕变应

变增量之和:

Δε(tn)=Δεe(tn)+Δεcr(tn) (6)
先由1.2节中钢索的蠕变本构模型得到钢索单

元在较短时间步长内的蠕变应变增加量,再由蠕变

应变增加量反算出该单元的应力减少量.更新单元

应力后结构内力重分布,可得下一时刻重新平衡后

的索杆体系内力状态.途径单元tn≤t≤tn+1内,钢索

的蠕变应变增量Δεcr(tn)为:

Δεcr(tn)=εcr(tn+1)-εcr(tn) (7)
式中:εcr(tn)为tn 时刻钢索蠕变应变量,可由式(1)
求得.

对于给定的索杆体系,其拉索初始态的几何参

数、初始内力值与蠕变本构方程已知,tn 时刻该钢索

的内力值代入可得:

fn+1=fn+Δf=fn+EA ln+1-ln

ln
-Δεcr(tn +1)  

(8)

f1=f0+Δf=EA l1-l0
l0 +σ0E-Δεcr(t1)  (9)

式中:ln+1、ln 与l0分别为tn+1时刻、tn 时刻与初始t0
时刻钢索的长度,A 为钢索截面面积,σ0为钢索初始

预应力.
2.3 索杆体系蠕变分析流程

根据中央差分法与牛顿第二定律,将得出的各

节点的内外力值代入下列公式

x2=x1+ḣx1+F1
2mh

2 (10)

xn+1=2xn-̇xn-1+
Fn

mh2 (11)

式中:xn 为tn 时刻节点坐标,Fn 为tn 时刻节点所受

合力,m 为节点质量,h为时间步长.求解得出tn+1

时刻各节点的位置信息,进行下一轮循环,直至到达

计算终止时间.
索杆体系蠕变分析流程如图2所示.

图2 索杆体系蠕变分析流程图

Fig.2 Flowchartforanalysisofcreepbehavior

3 蠕变算例分析

3.1 索网结构蠕变性能分析

对图3所示的方形正交索网结构进行时变性能

分析,该索网跨度为21.6m,索单元在x与y方向上

间距为3.6m,所有节点都位于式(12)所述曲面上.

z=2.25×(x9
)
2

-2.25×(y9
)
2

(12)

钢索规格为直径12mm,横截面积为57.20mm2,
极限抗拉强度为1122MPa,弹性模量为1.95×
105MPa.各 钢 索 初 始 预 应 力 见 表 1,恒 载 取

0.3kN/m2,活载取0.12kN/m2.
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图3 索网结构布置

Fig.3 Layoutofcablenetstructure

表1 索网结构中各构件预应力分布

Table1 Prestressofeachmemberofcablenet

单元编号 预应力/MPa 单元编号 预应力/MPa

C-1 513.00 C-10 512.96

C-2 514.59 C-11 514.55

C-3 517.72 C-12 517.68

C-4 512.90 C-13 512.89

C-5 514.48 C-14 514.47

C-6 517.63 C-15 517.61

C-7 512.92 C-16 512.97

C-8 514.51 C-17 514.56

C-9 517.64 C-18 517.69

  本文忽略索网自重以简化计算,将力与质量离

散分配于各个节点,使用2.2节中向量式有限元方

法对索网结构进行时变性能分析,研究不同使用时

间下构件内力分布和节点位移情况,探索蠕变效应

对索网结构性能的影响.
图4为结构部分单元应力随时间的变化情况.

由图可见,前1000d各单元应力下降较快,1000d
之后各单元应力水平下降较慢,并随时间增长逐渐

趋于平稳.表2为t=1y及t=20y时各单元应力

损失情况,其中C-11应力松弛最为显著,当t=20y
时,其应力损失为8.98%.

表3为不同时间C-11单元的应力损失情况.在

20年内C-11单元的应力随时间持续减小,应力松

弛速率在前1年较快,随时间推移逐渐减小.

图4 C-4、C-9、C-16单元的时间-应力曲线

Fig.4 Time-stresscurveofunitsC-4,C-9andC-16

  图5为结构部分节点位移随时间的变化趋势.

表2 t=1y及t=20y时各单元应力值

Table2 Stressofeachelementatt=1yandt=20y

单元

编号

 0h    1y      20y   

应力值

/MPa

应力值

/MPa

相对损失

/%

应力值

/MPa

相对损失

/%

C-1 720.12 701.30 2.61% 692.13 3.89%

C-2 753.51 733.96 2.59% 724.43 3.86%

C-3 794.53 773.51 2.65% 763.27 3.93%

C-4 701.96 683.82 2.58% 674.97 3.84%

C-5 733.82 714.96 2.57% 705.77 3.82%

C-6 773.99 753.68 2.62% 743.77 3.90%

C-7 416.41 394.94 5.16% 384.53 7.66%

C-8 430.89 408.62 5.17% 397.83 7.67%

C-9 471.96 448.21 5.03% 436.70 7.47%

C-10 313.72 294.80 6.03% 285.64 8.95%

C-11 323.32 303.76 6.05% 294.28 8.98%

C-12 353.92 332.79 5.97% 322.55 8.86%

C-13 334.44 314.96 5.82% 305.53 8.64%

C-14 344.79 324.64 5.84% 314.88 8.67%

C-15 375.68 353.94 5.79% 343.41 8.59%

C-16 552.49 532.60 3.60% 522.84 5.37%

C-17 576.40 555.80 3.57% 545.68 5.33%

C-18 607.34 585.20 3.65% 574.35 5.43%

受蠕变效应影响,索网各节点位移会有不同程度的

增加,其中N-1的位移增长量最大,在t=20y时,

挠度增大为86.75mm,为结构跨度的1/249,略超

规范要求的索网结构挠度限值1/250.可见蠕变效

应已影响到该索网结构的安全与适用性,有必要对

此类结构开展蠕变效应分析.
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表3 不同时间C-11单元的应力损失

Table3 StresslossofunitC-11atdifferenttimes

时间 应力值/MPa 相对损失/%

0h 323.32 0.00

24h 318.18 1.59

30d 312.30 3.41

90d 309.75 4.20

180d 307.44 4.91

1y 303.76 6.05

2y 299.25 7.44

5y 295.00 8.76

10y 294.31 8.97

20y 294.28 8.98

图5 N-1、N-5、N-9节点的时间-位移曲线

Fig.5 Time-displacementcurveofnodesN-1,N-5and
N-9

  为证明其计算结果的有效性,另外采用有限元

软件ANSYS对该结构进行时变分析.采用link180
单元对索单元进行模拟,对索网结构进行分析.

VFIFE与ANSYS计算出的索网结构单元应

力与节点位移如表4所示,可知VFIFE计算结果与

ANSYS计算结果基本一致,误差较小.
3.2 索穹顶

图6为一跨度72m的Geiger型索穹顶结构,

沿圆周方向共8榀,共有24根脊索、24根斜索、17
根撑杆、2道环索和42个节点.杆件截面积和初始

预应 力 见 表 5,其 中 拉 索 的 极 限 抗 拉 强 度 为

1670MPa,弹性模量Es=1.95×105MPa;压杆的

强度设计值为345MPa,弹性模量 Eb=2.06×

105MPa.结构恒载 p1=0.3kN/m2,活 载 p2=
0.12kN/m2.

表4 不同时间部分单元应力及节点位移(单位:mm)

Table4 Elementstressandnodaldisplacementatdifferent
times(Unit:mm)

时间
   C-4      C-11      N-1   

ANSYS VFIFE ANSYS VFIFE ANSYS VFIFE

0h 701.96 702.66 323.32 323.64 -84.00 -84.08

24h 697.21 697.56 318.18 318.34 -84.41 -84.45

30d 691.77 691.84 312.3 312.33 -84.93 -84.94

90d 689.4 689.26 309.75 309.69 -85.16 -85.14

1y 683.82 683.55 303.76 303.64 -85.74 -85.71

5y 675.65 675.31 295.00 294.85 -86.67 -86.63

10y 675.00 674.63 294.31 294.15 -86.74 -86.69

20y 674.97 674.57 294.28 294.10 -86.75 -86.70

图6 Geiger型索穹顶布置

Fig.6 LayoutofGeigercabledome

表5 索穹顶各类构件基本信息

Table5 Basicinformationofeachmemberofcabledome

单元编号 D/mm A/mm2 σ/MPa

URC-1 71 3010 403.14

URC-2 71 3010 610.46

URC-3 71 3010 885.17

DRC-1 65 2450 262.40

DRC-2 65 2450 351.82

DRC-3 65 2450 419.43

LC-1 73 3150 339.18

LC-2 73 3150 393.45

B-1 - 4964 -290.09

B-2 - 4964 -54.91

B-3 - 4964 -79.62
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  忽略索穹顶自重影响,将等效节点荷载施加于

各个节点,采用向量式有限元方法对索穹顶结构进

行时变性能分析.研究不同使用时间下构件内力分

布和节点位移情况,探索蠕变效应对索穹顶结构性

能的影响.
图7~9分别为结构脊索、斜索和环索应力随时

间的变化.表6为t=20y时各单元应力损失情况,
其中脊索松弛最为显著.t=20y时,脊索应力平均

损失 为14.71%,其 中 URC-1单 元 损 失 最 大 为

16.51%,对于同类型的构件,靠近内圈的单元应力

损失的相对值更大.

图7 脊索单元时间-应力曲线

Fig.7 Time-stresscurveofunitsURC

图8 斜索单元时间-应力曲线

Fig.8 Time-stresscurveofunitsDRC

表7为不同时间URC-1单元的应力损失,单元

的应力随时间持续减小,其中应力松弛速率在前

1年较快,t=1y时应力损失达10.99%.
图10反映了结构部分节点位移随时间的变化

趋势.受蠕变效应影响,该Geiger索穹顶钢索应力

减小,结构刚度减弱,结构中节点的位移随时间增长

而变大,其中N-4的位移增长量最大,在t=20y时,
挠度增长为26.25cm,为结构跨度的1/274.随着使

图9 环索单元时间-应力曲线

Fig.9 Time-stresscurveofunitsLC

用年限的继续增大,蠕变效应会进一步加剧结构安

表6 t=1y及t=20y时单元应力值

Table6 Stressofeachelementatt=1yandt=20y

单元

编号

 0h    1y      20y   

应力值/

MPa

应力值/

MPa

相对

损失/%

应力值/

MPa

相对

损失/%

URC-1 239.68 213.34 10.99 200.12 16.51

URC-2 383.62 343.74 10.40 323.83 15.59

URC-3 717.11 659.2 8.08 630.77 12.04

DRC-1 182.27 165.10 9.42 156.63 14.07

DRC-2 426.59 403.47 5.42 392.51 7.99

DRC-3 788.38 762.08 3.34 749.77 4.90

LC-1 410.83 388.53 5.43 377.97 8.00

LC-2 738.17 713.47 3.35 701.91 4.91

表7 不同时间URC-1单元的应力损失

Table7 StresslossofunitURC-1atdifferenttimes

时间 应力值/MPa 相对损失/%

0h 239.68 0.00

24h 232.81 2.87

30d 224.86 6.18

90d 221.38 7.64

180d 218.29 8.92

1y 213.34 10.99

2y 207.21 13.55

5y 201.24 16.04

10y 200.17 16.48

20y 200.12 16.51
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图10 N-4、N-5、N-6单元的时间-位移曲线

Fig.10 Time-displacementcurveofnodesN-4,N-5and
N-6

全性和适用性的下降,应密切关注索杆体系的蠕变

效应.
本算例也另外采用ANSYS对索穹顶结构进行

时变对比分析,具体分析结果见表8.可以看出,

VFIFE与ANSYS两种方法求出的不同时间的杆

件应力和节点位移基本一致,证明VFIFE方法具有

较好的准确性.

表8 不同时间部分单元应力及节点位移

Table8 Elementstressandnodaldisplacementat
differenttimes

时间
  URC-1    DRC-1    N-4  

ANSYS VFIFE ANSYS VFIFE ANSYS VFIFE

0h 239.44 239.68 182.09 182.27 -24.51 -24.54

24h 232.69 232.81 177.70 177.79 -24.78 -24.80

30d 224.84 224.86 172.60 172.62 -25.11 -25.12

90d 221.42 221.38 170.40 170.37 -25.27 -25.26

1y 213.42 213.34 165.17 165.10 -25.61 -25.60

5y 201.34 201.24 157.38 157.30 -26.20 -26.18

10y 200.28 200.17 156.75 156.66 -26.26 -26.25

20y 200.24 200.12 156.73 156.63 -26.27 -26.26

4 结 论

1)基于向量式有限元提出了一种考虑蠕变效应

的索杆体系钢索预应力损失的新的计算方法,并将

其引入到索杆结构中进行结构整体的蠕变分析.该
方法简化了预应力与蠕变应变的引入,解决了传统

非线性有限元分析时自带的蠕变模型较少、引入用

户所需的蠕变模型计算步骤繁琐、效率低下的问题.
2)索杆结构蠕变算例分析表明在恒定荷载作用

下,结构中索单元的应力随时间持续减小,应力松弛

速率随时间推移逐渐减小.结构的挠度随时间持续

增加,挠度增加速率随时间推移逐渐减小.上述分析

表明蠕变效应会造成不同程度的索杆结构安全性和

适用性的下降.本文提出的基于向量式有限元的索

杆体系蠕变分析方法可为实际工程中的监测预警与

预应力补偿提供依据.
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