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摘 要:在探索张拉整体结构问题的过程中,尝试提出了形态生成控制泛函及其变分原理.突破传统的形态分析方

式,将形、态和外荷载有机地结合在一起,考虑它们从起点开始相互作用并共同生成形态的过程.研究发现,结构形

态生成过程始终遵循该泛函,因此可将其视为研究结构形态问题的控制泛函之一.通过以张拉整体模块和静定结

构形态为具体算例,进一步验证了该形态生成泛函的广泛适用性.
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Abstract:Thispaperattemptstoproposethecontrolfunctionalanditsvariationalprincipleinthe
morphogeneticprocessoftensegritystructures.Theauthorsbreakthroughthetraditionalmorphology
methodbyorganicallycombiningtheshape,stateandexternalloads withthestructuralsystem,

consideringtheprocessinwhichtheyinteractwitheachotherandco-generatethemorphologyfromthe
startingpoint.Researchhasfoundthatintheprocessofstructuralmorphogenesis,thisfunctionalis
alwaysworkable,soitcanberegardedasoneofthecontrolfunctionalforstudyingstructuralmorphology.
Thewideapplicabilityofcontrolfunctionalisvalidatebytakingthetensegritymoduleandstatically
determinatestructureasexamples.
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  FULLER[1]创造了“张拉整体”一词,随后,

SNELSON[2]创造了首个张拉整体结构,其由连续

受拉的索和离散受压的杆构成.张拉整体结构因其

轻巧灵活的特性,有助于丰富建筑形态的多样性.在
实际工程中,张拉整体结构设计所面临的主要挑战

在于形态优化,包括预应力设计、拓扑几何和形状几

何生成等方面.然而,有关张拉整体结构形态生成方

面的基础理论尚未成熟.
在最初的凸多面体刚性问题领域,学者们从离

散数学的角度出发,提出了一系列泛函,随后逐步拓

展至对张拉整体结构的研究.GLUCK[3]通过单变

量泛函∑ωLi 证明了几乎所有单连通的闭合曲面

是刚性的.CONNELLY[4]在单变量泛函∑ωLi 基
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础上引入能量泛函E q  =1/2∑
i,j

ωij qi-qj  2,其

中ωij 被定义为应力,但应该为力密度.随后,KA-

ZUMA和NOGUCHI[5]提出的经典力密度法泛函

∑
i
ωiL2

i,与CONNELLY[4]单变量能量泛函等价.

HANAOR[6-8]和MOTRO[9,10]对张拉整体结构的力学

可行性进行了理论研究.ROTH[11]、WHITELEY[11-13]

和CONNELLY[12-14]等学者对张拉整体的稳定性进行

了深入研究,提出了单变量势能泛函,并在刚度和稳定

性的一般理论方面取得了重要成果.其中,CONNEL-
LY和TERRELL[14]从双面对称性角度出发,研究了

张拉整体结构的全局刚性问题,通过将节点坐标作为

变量的泛函Q p  =∑
i,j

ωij pi-pj
2,得到了棱柱

型张拉整体结构形态问题的完备解析解.
上述关于张拉整体找力与找形问题的泛函均为

单变量.VASSART和MOTRO[15]将多参数找形分析

方法应用于张拉整体中,并采用参数分析方法求解张

拉整体结构形态生成问题.他们同时考虑了预应力和

节点坐标的变化,这实际上已经是二类变量的变分.
尽管该论文未深入指出形态生成泛函的具体性质,但
其方法为解决此类问题提供了重要的思路.DAVIDE

和ANDREA[16],提出泛函∑memberstili=0,但未明

确说明是二类变量泛函,他们的分析揭示了张拉整

体结构效率不高的内在原因.这些研究缺乏对形态

生成过程的充分分析,而这恰是形态生成问题的

关键.
本文探讨了结构形态生成过程,以结构体系遵循

的形态生成泛函作为结构形态生成分析的基础,并详

细推导该泛函的变分.以三棱柱张拉整体结构和简单

的静定结构形态为例,验证了该泛函的适用性.

1 结构形态生成过程

宇宙的起源或生物个体的发展,均源自胚胎或

种子的发育过程.这启示了自然或人造物形态生成

的理论起点实际上是一个宏观上无限小点.如图1
所示,结构形态的生成始于拓扑几何和控制信息的

相互作用,随后逐渐演化为包含了拓扑和形状几何、

材料特性以及控制信息等多方面因素的宏观物体.
结构设计的目标在于建立稳定的结构体系.自

平衡特性使张拉整体结构在特定的几何形状下能够

图1 结构形态生成的起点

Fig.1 Startingpointofstructuralmorphogenesis

承受载荷并保持稳定,这表明张拉整体结构的形和

态密切关联.在结构形态生成过程中,形和态相互耦

合于构件形心主轴的方向矢量.态即力或应力,态依

存于形.形为外,态为内.形与态既相互独立又可相互

依存.作者指出,在结构形态生成过程中,可能存在某

种特定的规律性.然而,值得注意的是,需要将结构形

态生成的问题与生物学中的形态生成问题加以区分.

2 结构形态生成分析的基础

在张拉整体结构的形态分析问题中,拓扑几何

信息确定,相应的关联矩阵也随之确定.这一关联矩

阵可与不同的初始物理量组合,形成具有相应含义

的平衡矩阵.不同形式的平衡矩阵在本质上是等价

的,它们之间可以相互转换.接下来,将以构件内力

和力密度的表示形式分别描述形态生成泛函,并详

细推导该泛函的变分.
2.1 以构件内力表示的形态生成泛函

记结构平衡矩阵为A,所有单元内力矢量为β
⇀,

所有节点外荷载矢量为F⇀.以构件内力为未知量的

平衡方程为

Aβ
⇀=F⇀ (1)

记所有节点的x、y、z坐标矢量为X⇀、Y⇀、Z⇀,所有

单元长度矢量L⇀= l1,…li,…  T,结构线形图的关

联矩阵CT.则整体坐标系下x、y、z方向平衡方程

见式(2).

A=
Ax

Ay

Az

















 =

CTdiagcosα
⇀
x  

CTdiagcosα
⇀
y  

CTdiagcosα
⇀
z  



















⇒

Ax=CTdiagcosα
⇀
x  

Ay=CTdiagcosα
⇀
y  

Az=CTdiagcosα
⇀
z  











(2)
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  式(2)可视为分块平衡矩阵的矩阵乘积分解形

式,CT 只包含拓扑几何信息,diagcosα
⇀
x  包含形状

几何信息;β
⇀ 仅包含内力或应力信息.其中,diag

cosα⇀x  =diagCX⇀  diag L⇀  -1表示单元构件对x
轴方向余弦cosαix(注:i为构件单元编号)组成的对

角矩阵.由式(1)、(2)可得

Axβ
⇀=CTdiagcosα

⇀
x  β

⇀=F⇀x

⇒ CX⇀  Tdiagcosα
⇀
x  β

⇀=X⇀TF⇀x

(3)

则 CY⇀  Tdiag cosα⇀y  β
⇀ = Y⇀TF⇀y; CZ⇀  Tdiag

cosα⇀z  β
⇀=Z⇀TF⇀z.将 上 式 相 加,再 有 ΔX⇀ =CX⇀,

ΔY⇀=CY⇀,ΔZ⇀=CZ⇀、l2i=Δx2i+Δy2i+Δz2i,Δxi、Δyi、

Δzi 为第i根构件左右结点的坐标差,可得

L⇀Tβ
⇀=X⇀TF⇀x+Y

⇀TF⇀y+Z
⇀TF⇀z (4)

记Γ L⇀,β
⇀  =L⇀Tβ

⇀- X⇀TF⇀x+Y
⇀TF⇀y+Z

⇀TF⇀z  为以构

件内力表示的形态生成泛函.
2.2 以构件力密度表示的形态生成泛函

记力密度对角矩阵Q=diagq
⇀  ,力密度矢量

q
⇀= q1,…qi,…  T,其中,qi=βi/li.再有力密度分块

平衡矩阵Dx=Dy=Dz=D=CTQC.以构件力密度

为未知量的平衡方程为

DxX
⇀=CTQCX⇀=F⇀x (5)

式(7)两端均左乘X⇀T,可得

X⇀TDxX
⇀=X⇀TF⇀x⇒X

⇀TCTQCX⇀=X⇀TF⇀x

⇒ CX⇀  TQ CX⇀  =X⇀TF⇀x

(6)

则 CY⇀  TQ CY⇀  =Y⇀TF⇀y;CZ⇀  TQ CZ⇀  =Z⇀TF⇀z.
相加得

CX⇀  TQ CX⇀  + CY⇀  TQ CY⇀  + CZ⇀  TQ CZ⇀  =
ΔX⇀  TQ ΔX⇀  + ΔY⇀  TQ ΔY⇀  + ΔZ⇀  TQ ΔZ⇀  =

∑
n

i=1
qi Δx2i +Δy2i +Δz2i  =∑

n

i=1
qil2i

=X⇀TF⇀x +Y⇀TF⇀y +Z⇀TF⇀z⇒

∑
n

i=1
qil2i =X⇀TF⇀x +Y⇀TF⇀y +Z⇀TF⇀z⇒

L⇀TQL
⇀
=X⇀TF⇀x +Y⇀TF⇀y +Z⇀TF⇀z (7)

记,Π L⇀,q
⇀  =L⇀TQL

⇀
- X⇀TF⇀x +Y⇀TF⇀y +Z⇀TF⇀z  为以

力密度表示的形态生成泛函.
2.3 两种形态生成泛函的等价关系

上述两种形态生成泛函之间的形式本质上等同,
相应的平衡方程之间存在相互转换的过程,具体如下

DxX
⇀=CTQCX⇀=CTdiagCX⇀  q

⇀=

CTdiagCX⇀  diagL⇀    -1β
⇀=CTdiagcosα

⇀
x  β

⇀=

F⇀x⇔Axβ
⇀=F⇀x (8)

将 L⇀-0  Tβ
⇀ 视为形态生成过程中内力所做的

功,其中0表示形态生成的起点,X⇀TF⇀x+Y
⇀TF⇀y+Z

⇀TF⇀z

则代表形态生成过程中外力所做的功.在外荷载作

用下,结构达到平衡状态,形态生成泛函Γ L⇀,β
⇀  =

Π L⇀,q
⇀  =0,这表明形态生成过程中内力所做功的

总和必然等于外力所做功的总和.
在不考虑外荷载或外荷载为零时,结构达到平

衡状态,Γ L⇀,β
⇀  =L⇀Tβ

⇀=0,Π L⇀,q
⇀  =L⇀TQL⇀=0.这

表明自应力若存在,则受拉构件的长度与自应力的

乘积之和将必然等于受压构件的长度与其自应力的

乘积之和.
值得注意的是,该形态生成泛函与其他学者提

出的单变量泛函有所区别,因为形态生成泛函涉及

两类独立变量.在这两类变量中,构件的长度和内力

场是相互独立的,这意味着在形态生成过程中,“形”
和“态”也是相互独立的.

3 结构形态生成泛函的变分

对于无外荷载自平衡体系的自平衡状态,由形

态生 成 泛 函 Γ L⇀,β
⇀  =L⇀Tβ

⇀=0,考 察 一 阶 变 分

δL⇀Tβ
⇀  和二阶变分δ2 L⇀Tβ

⇀  ,可得出一些有趣的

结果.
3.1 一阶变分

对于一阶变分δL⇀Tβ
⇀  =δL⇀T·β

⇀+L⇀T·δβ
⇀,第

一项:

δL
⇀T·β

⇀
=

δ ΔX
⇀

    T ∂L
⇀

∂ΔX
⇀  

T

+

δ ΔY
⇀

    T ∂L
⇀

∂ΔY
⇀  

T

+ δ ΔZ
⇀

    T ∂L
⇀

∂ΔZ
⇀  

T  ·β⇀=
CδX

⇀
  T diagcosα

⇀
x    T+

CδY
⇀

  T diagcosα
⇀
y    T+ CδZ

⇀
  T diagcosα

⇀
z    T  ·β⇀=

δX
⇀TCTdiagcosα

⇀
x  β

⇀
+δY

⇀TCTdiagcosα
⇀
y  β

⇀
+

δZ
⇀TCTdiagcosα

⇀
z  β

⇀

(9)
由式(1)、(2)知CTdiagcosα

⇀
x  β

⇀=Axβ
⇀=0,CTdiag

cosα⇀y  β
⇀=Ayβ

⇀=0,CTdiagcosα
⇀
z  β

⇀=Azβ
⇀=0,代入上

式(8)可得δL⇀T·β
⇀=0.

记结构自应力矩阵B(由自应力模态向量组成),
结构独立自应力模态组合系数γ⇀d,单元内力β

⇀=Bγ⇀d,

则有L⇀Tβ
⇀=0⇒L⇀TBγ⇀d=0⇒L

⇀TB=0.一阶变分第二项

L⇀T·δβ
⇀=L⇀T·δBγ⇀d  =L⇀TB·δγ⇀d=0则有,形态生

成泛函一阶变分:
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δL⇀Tβ
⇀  =δL⇀T·β

⇀+L⇀T·δβ
⇀=0+0=0 (10)

3.2 二阶变分

接下来,对于二阶变分

δ2 L⇀Tβ
⇀  =δ

δX⇀TCTdiagcosα
⇀
x  +

δY⇀TCTdiagcosα
⇀
y  +

δZ⇀TCTdiagcosα
⇀
z    ·β⇀=

δ2X⇀TCTdiagcosα
⇀
x  +δ2Y⇀TCTdiagcosα

⇀
y  +

δ2Z⇀TCTdiagcosα
⇀
z  +δX⇀TCTdiagδcosα⇀x    +

δY⇀TCTdiagδcosα⇀y    +δZ⇀TCTdiagδcosα⇀z      ·β⇀
(11)

其中

δ2X⇀TCTdiagcosα
⇀
x  +

δ2Y⇀TCTdiagcosα
⇀
y  +

δ2Z⇀TCTdiagcosα
⇀
z    ·β⇀=δ2 X⇀

Y⇀

Z⇀





















T
Ax

Ay

Az















 ·β

⇀=0

则有

δ2 L⇀Tβ
⇀  =

δX⇀TCTdiagδcosα⇀x    +

δY⇀TCTdiagδcosα⇀y    +

δZ⇀TCTdiagδcosα⇀z      ·β⇀=
δ

X⇀

Y⇀

Z⇀





















T

CTQC 0 0
0 CTQC 0
0 0 CTQC















 -

CT 0 0
0 CT 0
0 0 CT

















QHx

QHy

QHz

















C 0 0
0 C 0
0 0 C











































δ
X⇀

Y⇀

Z⇀





















(12)

Hx,Hy,Hz 由构件对x、y、z轴方向余弦组成,它
们在形式上类似.其中

Hx=
cos2α1x 0 … 0
0 cos2α2x … 0
︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 … cos2αnx





















T

cosα1xcosα1y 0 … 0
0 cosα2xcosα2y … 0
︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 … cosαnxcosαny





















T

cosα1xcosα1z 0 … 0
0 cosα2xcosα2z … 0
︙ ︙ ⋱ ︙

0 0 … cosαnxcosαnz





















T

















































T

(13)

4 算 例

4.1 算例1
以下提供的算例为一种简单具体的三棱柱张拉

整体结构形态,旨在验证其通过构件内力表示的形

态生成泛函.
在无外荷载作用下,三棱柱张拉整体结构在上

下底面相对旋转角为θ=5π/6时[17],存在自应力模

态.如图2所示,其中假定高度 H=10,上下底面正

三角形外接圆半径R=5.

图2 三棱柱张拉整体结构形态

Fig.2 Tensegritystructuralmorphologyoftriangularprism

各节点的坐标为

n1=[0,5,0]T

n2=[-5cosπ/6  ,-5sinπ/6  ,0]T=

 [-53/2,-5/2,0]
T

n3=[5cosπ/6  ,-5sinπ/6  ,0]T=

 [53/2,-5/2,0]
T

n4=[-5sin5π/6  ,5cos5π/6  ,10]T=

 [-5/2,-53/2,10]
T

n5=[-5sin3π/2  ,5cos3π/2  ,10]T=

 [5,0,10]T

n6=[-5sin13π/6  ,5cos13π/6  ,10]T=

 [-5/2,53/2,10]
T

  三棱柱张拉整体结构中,各构件单元的编号、长

度以及自平衡状态下各单元的自应力模态已详细列

示于下表1.以构件内力表示该三棱柱张拉整体结

构的形态生成泛函为:

L⇀Tβ
⇀=13.9033× -0.4291  ×3+8.6603×

0.1543×6+10.3295×0.3188×3=-17.90+

8.02+9.88=0
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表1 三棱柱张拉整体结构的相关信息

Table1 Informationabouttriangularprismtensegritymodule

编号 起点 终点 单元长度 自应力模态

① 1 4 13.9033 -0.4291

② 2 5 13.9033 -0.4291

③ 3 6 13.9033 -0.4291

④ 1 2 8.6603 0.1543

⑤ 2 3 8.6603 0.1543

⑥ 1 3 8.6603 0.1543

⑦ 4 5 8.6603 0.1543

⑧ 5 6 8.6603 0.1543

⑨ 4 6 8.6603 0.1543

 1 6 10.3295 0.3188

 2 4 10.3295 0.3188

 3 5 10.3295 0.3188

  无外荷载作用,则X⇀TF⇀x+Y
⇀TF⇀y+Z

⇀TF⇀z=0
即,ΓL⇀,β

⇀  =L⇀Tβ
⇀- X⇀TF⇀x+Y

⇀TF⇀y+Z
⇀TF⇀z  =

0-0=0.
此结果与2.1节的推导一致.与之等价的以力

密度表示的形态生成泛函,亦可验证.
4.2 算例2

形态生成泛函不仅适用于张拉整体结构,对于

非张拉整体结构同样适用.以下提供一个简单的静

定结构形态算例,如图3所示.

图3 静定结构形态

Fig.3 Staticallydeterminatestructuralmorphology

假定杆长为2,则有L⇀= 2,2  T,各点坐标为

n1=[0,0]T,n2=[3,1]
T,n3=[23,0]

T
.体系生

成过程中考虑外荷载F=1,则杆件内力矢量为β
⇀=

-1,-1  T.以构件内力表示该静定结构的形态生

成泛函为:

L⇀Tβ
⇀=2× -1  +2× -1  =-4

X⇀TY⇀T  
F⇀x

F⇀y  = 0 323010  

3/2
0

-3/2
1/2
-1
1/2































=-4

即ΓL⇀,β
⇀  =L⇀Tβ

⇀- X⇀TF⇀x+Y
⇀TF⇀y  =-4- -4  =0

在不考虑外载荷或者外载荷为零时,该结构体

系显然满足形态生成泛函.

5 结 论

本文提出了张拉整体形态形成过程的控制泛

函,定义以构件内力表示的形态生成泛函Γ(L⇀,β
⇀)=

L⇀Tβ
⇀-(X⇀TF⇀x+Y

⇀TF⇀y+Z
⇀TF⇀z),以构件力密度表示的

形态生成泛函Π(L⇀,q
⇀)=L⇀TQL⇀-(X⇀TF⇀x+Y

⇀TF⇀y+

Z⇀TF⇀z),L
⇀T 可视为(L⇀-0)T 用于表示形态生成过程,

0为起点.形态生成泛函描述了结构形态从无到有

的自由生成过程,以及形状几何的演变.在外荷载作

用下,该泛函表明在形态生成到平衡态过程中,内力

所做的总功等于外力所做的总功.在不考虑外荷载

或外荷载为零的自平衡状态下,受拉构件长度与其

自应力的乘积之和等于受压构件长度与其自应力的

乘积之和.
形态生成泛函在结构体系形态问题的研究中具

有重要意义,它是结构形态生成过程中始终遵循的

基本原则.作者认为该泛函不仅适用于张拉整体结

构形态,还适用于非张拉整体结构形态.
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